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FORMULE DE FATEEV
Ve´ronique Cohen-Aptel
§1. Introduction
On propose une preuve directe d’une formule, due a` V.Fateev et collaborateurs,
sur les produits des valeurs de la fonction Gamma lie´s aux syste`mes de racines.
Soit R ⊂ V un syste`me de racines fini re´duit irre´ductible de rang r dans un
espace vectoriel re´el V de dimension r; on munit V d’un produit scalaire W -
invariant (.|.), W e´tant le groupe de Weyl et on ide´ntifie V a` son dual a` l’aide de
ce produit, donc les racines duales α∨ = 2α/(α|α) appartiennent a` V .
On utilisera les notations standardes de [B]. Choisissons une base {αi}1≤i≤r de
racines simples. Suivant l’usage on dit que R est simple´ment lace´ si la matrice
de Cartan A = ((αi|α
∨
j ))i,j est syme´trique.
Soit
θ =
r∑
i=1
niαi
la plus longue racine. On pose α0 = −θ, n0 = 1. Les nombres ni co¨ıncident avec
les marques de Kac du graphe de Dynkin affine de R(1) dans la Table Aff 1, [K].
Soit h =
∑r
i=0 ni le nombre de Coxeter de R.
On pose
ρ =
1
2
∑
α>0
α, ρ∨ =
1
2
∑
α>0
α∨
On de´finit une fonction me´romorphe
γ(x) =
Γ(x)
Γ(1− x)
Dans un article [F] une formule remarquable suivante a e´te´ de´couverte (cf. for-
mule (66)):
1
21.1. The´ore`me (Fateev). Supposons que R soit simple´ment lace´. Pour
1 ≤ i ≤ r, posons
γ(R, αi) :=
∏
α>0
γ((α|ρ)/h)−(αi|α),
k(R) :=
r∏
i=1
nnii
Alors pour tout i
γ(R, αi) = k(R)
−1/hni (F )
Afin d’e´noncer la formule pour les syste`mes de racines pas forcement simple´ment
lace´s, de´finissons les nombres
γ′(R, αi) :=
∏
α>0
γ((α|ρ∨)/h)−(αi|α
∨),
γ′′(R, αi) :=
∏
α>0
γ((α|ρ)/h∨)−(α
∨
i
|α),
k′(R) :=
r∏
i=0
n∨nii ,
k′′(R) :=
r∏
i=0
(n∨∨i )
n∨
i
ou`
n∨i =
(αi|αi)ni
2
,
n∨∨i :=
(αi|αi)n
∨
i
2
,
pour 0 ≤ i ≤ n,
h∨ =
n∑
i=0
n∨i .
Si R est simple´ment lace´ alors γ′(R, αi) = γ
′′(R, αi) = γ(R, αi) et k
′(R) =
k′′(R) = k(R).
1.2. The´ore`me, [ABFKR]. Pour tout i,
(i)
γ′(R, αi) = k
′(R)−1/hn∨i (F
′)
(ii)
γ′′(R, αi) = k
′′(R)−1/h
∨
n∨∨i (F
′′)
3Les physiciens de´duisent ces formules des arguments tre`s intere´ssants et tre`s
indirects; ils s’appuyient sur l’Ansatz de Bethe. Dans cette note on les ve´rifie
n’en utilisant que deux proprie´tes fondamentales de la fonction Gamma:
Γ(x)Γ(1− x) =
π
sin(πx)
(C)
et
n−1∏
i=0
Γ(x+ i/n) = (2π)(n−1)/2n−nx+1/2Γ(nx) (M)
Le fait que ces formules sont de´duisables a` partir de relations (C) et (M) donne
lieu aux conse´quences arithme´tiques, lie´es aux sommes de Jacobi. Pour leur
discussion le lecteur est renvoye´ a` [CS].
§2. Preuves: cas simple´ment lace´
On va ve´rifier la formule de Fateev cas par cas. On pre´sente les nombres
γ(R, αi) sous une forme explicite
γ(R, αi) =
h−1∏
j=1
γ(j/h)aj =
h−1∏
j=1
Γ(j/h)bj ,
en employant les Planches de [B]. Ensuite, a` l’aide de (C) et (M) on montre qu’ils
sont e´gaux a` nik(R)
−1/h.
On notera la formule (M) pour n specifique par M(n).
On des formules e´videntes
γ(x)γ(1− x) = 1; γ(1/2) = 1 (2.1)
Pour simplifier (et visualiser) l’e´criture, on utilisera la notation abre´ge´e:
{a} := γ(a/h), [a] = Γ(a/h), (2.2)
ou` pour chaque se´rie R ci-dessous h = h(R).
Syste`mes de type An, n ≥ 2
h = n + 1. θ =
∑n
i=1 αi, donc tout ni = 1 et k(An) = 1.
D’une autre part,
γ(An, αi) = γ(i/(n+ 1))
−1γ((n+ 1− i)/(n+ 1))−1 = 1,
d’ou` le re´sultat.
4Syste`mes de type Dn, n ≥ 3
h = 2n− 2.
θ = α1 + 2α2 + . . .+ 2αn−2 + αn−1 + αn,
d’ou`
k(Dn) = 2
2n−6, k(Dn)
−1/h = 2−(2n−6)/(2n−2)
γ(Dn, α1) =
γ((n− 2)/(2n− 2))
γ(1/(2n− 2))γ((n− 1)/(2n− 2))γ((2n− 4)/(2n− 2))
=
=
{n− 2}
{1}{2n− 4}
=
[2n− 3][n− 2][2]
[1][n][2n− 4]
D’apre`s (D)
[n− 2][2n− 3] = π1/222/(2n−2)[2n− 4]
et
[1][n] = π1/22(2n−4)/(2n−2)[2],
d’ou`
γ(Dn, α1) = 2
(6−2n)/(2n−2) = n1k(Dn)
−1/h
Pour 2 ≤ i ≤ n− 2,
γ(Dn, αi) =
{n− i− 1}{2n− 2i}
{i}{n− i}{2n− 2i− 2}{2n− i− 1}
=
=
[2n− i− 2][n + i− 2][2i][n− i− 1][2n− 2i][i− 1]
[i][n− i][2n− 2i− 2][n+ i− 1][2i− 2][2n− i− 1]
=
= 24/(2n−2) = nik(Dn)
−1/h
(on applique (D) avec x = i/h, (i − 1)/h, (n − i)/h, (n − i − 1)/h). Finalement,
pour i = n− 1, n,
γ(Dn, αi) =
{2}
{1}{n− 1}{n}
= γ(Dn, α1)
= 2(6−2n)/(2n−2) = nik(Dn)
−1/h.
Ceci e´tablit (F) pour Dn.
Syste`me de type E6
h = 12.
θ = α1 + 2α2 + 2α3 + 3α4 + 2α5 + α6,
d’ou`
k(E6) = 2
633
5γ(E6, α1) =
{
γ(
1
12
)γ(
8
12
)γ(
3
12
)−1
}−1
=
{
γ(
1
12
)γ(
2
3
)γ(
1
4
)−1
}−1
=
=
{
Γ( 1
12
)
Γ(11
12
)
Γ( 8
12
)
Γ( 4
12
)
Γ( 9
12
)
Γ( 3
12
)
}−1
or d’apre`s la formule du produit sur la fonction Γ avec n = 3,
2π31/4Γ(
3
12
) = Γ(
1
12
)Γ(
5
12
)Γ(
9
12
)
Donc :
γ(E6, α1)
−1 =
2π31/4Γ( 8
12
)
Γ( 5
12
)Γ(11
12
)Γ( 4
12
)
or d’apre`s la formule de duplication :
21/6π1/2Γ(
5
6
) = Γ(
5
12
)Γ(
11
12
)
et
21/3π1/2Γ(
2
3
) = Γ(
1
3
)Γ(
5
6
)
Donc :
γ(E6, α1)
−1 =
2π31/4Γ(2
3
)
21/6π1/2Γ(5
6
)Γ(1
3
)
= 21/231/4 = n−11 k
1/h
γ(E6, α2)
−1 = γ(
5
12
)γ(
1
3
)γ(
1
4
)−1
or :
2π31/4Γ(
3
12
) = Γ(
1
12
)Γ(
5
12
)Γ(
9
12
),
25/6π1/2Γ(
1
6
) = Γ(
1
12
)Γ(
7
12
),
Γ(
1
6
)Γ(
5
6
) = 2π
et
21/3π1/2Γ(
2
3
) = Γ(
1
3
)Γ(
5
6
)
Donc :
γ(E6, α2)
−1 =
2π31/4Γ(1
3
)
Γ( 1
12
)Γ( 7
12
)Γ(2
3
)
=
2π31/4Γ(1
3
)
25/6π1/2Γ(1
6
)Γ(2
3
)
=
=
2π31/4Γ(5
6
)Γ(1
3
)
25/6π1/22πΓ(2
3
)
= 2−1/231/4 = n−12 k
1/h
6γ(E6, α4)
−1 = γ(
1
4
)3γ(
1
3
)−1γ(
1
12
)−1γ(
5
12
)−2
or :
2π3−1/4Γ(
3
4
) = Γ(
1
4
)Γ(
7
12
)Γ(
11
12
),
21/6π1/2Γ(
10
12
) = Γ(
5
12
)Γ(
11
12
)
et
21/3π1/2Γ(
2
3
) = Γ(
1
3
)Γ(
5
6
)
Donc:
γ(E6, α4)
−1 = 21/23−3/4 = n−14 k
1/h
Ensuite, on a
γ(E6, α3) = γ(E6, α5) = γ(E6, α2)
et
γ(E6, α6) = γ(E6, α1),
ce qui implique (F) pour E6.
Syste`me de type E7
h = 18.
θ = 2α1 + 2α2 + 3α3 + 4α4 + 3α5 + 2α6 + α7,
d’ou`
k(E7) = 2
6324 = 2832
γ(E7, α1)
−1 = γ(
6
18
)γ(
8
18
)γ(
10
18
)γ(
16
18
)−1γ(
17
18
)γ(
3
18
)−1γ(
5
18
)−1γ(
1
18
) =
= γ(
2
18
)γ(
3
18
)−1γ(
5
18
)−1γ(
6
18
) =
= γ(
1
9
)γ(
1
6
)−1γ(
5
18
)−1γ(
1
3
)
Or utilisant :
Γ(
6
18
) = (2π)−13−1/6Γ(
2
18
)Γ(
8
18
)Γ(
14
18
)
Γ(
12
18
) = (2π)−131/6Γ(
4
18
)Γ(
10
18
)Γ(
16
18
)
Γ(
3
18
) = (2π)−13−1/3Γ(
1
18
)Γ(
7
18
)Γ(
13
18
)
Γ(
15
18
) = (2π)−131/3Γ(
5
18
)Γ(
11
18
)Γ(
17
18
)
7et :
Γ(
2
18
) = π−1/22−8/9Γ(
1
18
)Γ(
10
18
)
Γ(
16
18
) = π−1/22−1/9Γ(
8
18
)Γ(
17
18
)
Γ(
4
18
) = π−1/22−7/9Γ(
2
18
)Γ(
11
18
)
Γ(
14
18
) = π−1/22−2/9Γ(
7
18
)Γ(
16
18
)
On obtient :
γ(E7, α1) = 3
−1/322/9 = n1k(E7)
−1/18
γ(E7, α2)
−1 = γ(
1
18
)γ(
10
18
)−1γ(
2
18
)−1γ(
3
18
)−1γ(
7
18
)γ(
14
18
)γ(
6
18
)γ(
5
18
)
Or utilisant :
Γ(
6
18
) = (2π)−13−1/6Γ(
2
18
)Γ(
8
18
)Γ(
14
18
)
Γ(
12
18
) = (2π)−131/6Γ(
4
18
)Γ(
10
18
)Γ(
16
18
)
Γ(
3
18
) = (2π)−13−1/3Γ(
1
18
)Γ(
7
18
)Γ(
13
18
)
Γ(
15
18
) = (2π)−131/3Γ(
5
18
)Γ(
11
18
)Γ(
17
18
)
et :
Γ(
2
18
) = π−1/22−8/9Γ(
1
18
)Γ(
10
18
)
Γ(
16
18
) = π−1/22−1/9Γ(
8
18
)Γ(
17
18
)
Γ(
4
18
) = π−1/22−7/9Γ(
2
18
)Γ(
11
18
)
Γ(
14
18
) = π−1/22−2/9Γ(
7
18
)Γ(
16
18
)
Γ(
8
18
) = π−1/22−5/9Γ(
4
18
)Γ(
13
18
)
Γ(
10
18
) = π−1/22−4/9Γ(
5
18
)Γ(
14
18
),
on obtient:
γ(E7, α2) = 2
−2/931/3 = γ(E7, α1) = n2k(E7)
−1/18
γ(E7, α3)
−1 = γ(
5
18
)γ(
11
18
)γ(
16
18
)γ(
15
18
)−1γ(
8
18
)−1
8Or:
2π3−1/3Γ(
15
18
) = Γ(
5
18
)Γ(
11
18
)Γ(
17
18
)
2π31/3Γ(
3
18
) = Γ(
1
18
)Γ(
7
18
)Γ(
13
18
)
28/9π1/2Γ(
1
9
) = Γ(
1
18
)Γ(
5
9
)
21/9π1/2Γ(
8
9
) = Γ(
4
9
)Γ(
17
18
)
Donc :
γ(E7, α3) = 2
−7/932/3 = n3k(E7)
−1/18
γ(E7, α4)
−1 = γ(
8
18
)γ(
12
18
)γ(
15
18
)γ(
14
18
)−1γ(
1
18
)−1γ(
7
18
)γ(
3
18
)γ(
2
18
)γ(
5
18
)−1 =
= γ(
8
18
)γ(
12
18
)γ(
14
18
)−1γ(
1
18
)−1γ(
7
18
)γ(
2
18
)γ(
5
18
)−1
Or utilisant :
Γ(
6
18
) = (2π)−13−1/6Γ(
2
18
)Γ(
8
18
)Γ(
14
18
)
Γ(
12
18
) = (2π)−131/6Γ(
4
18
)Γ(
10
18
)Γ(
16
18
)
et :
Γ(
2
18
) = π−1/22−8/9Γ(
1
18
)Γ(
10
18
)
Γ(
16
18
) = π−1/22−1/9Γ(
8
18
)Γ(
17
18
)
Γ(
4
18
) = π−1/22−7/9Γ(
2
18
)Γ(
11
18
)
Γ(
14
18
) = π−1/22−2/9Γ(
7
18
)Γ(
16
18
)
Γ(
8
18
) = π−1/22−5/9Γ(
4
18
)Γ(
13
18
)
Γ(
10
18
) = π−1/22−4/9Γ(
5
18
)Γ(
14
18
)
On obtient :
γ(E7, α4) = 2
11/93−1/3 = n4k(E7)
−1/18
γ(E7, α7)
−1 = γ(
12
18
)γ(
1
18
)γ(
4
18
)−1
9En utilisant:
Γ(
6
18
) = (2π)−13−1/6Γ(
2
18
)Γ(
8
18
)Γ(
14
18
)
Γ(
12
18
) = (2π)−131/6Γ(
4
18
)Γ(
10
18
)Γ(
16
18
)
Γ(
2
18
) = π−1/22−8/9Γ(
1
18
)Γ(
10
18
)
Γ(
16
18
) = π−1/22−1/9Γ(
8
18
)Γ(
17
18
),
on obtient
γ(E7, α7) = 2
−7/93−1/3 = n7k(E7)
−1/18
Finalement,
γ(E7, α5) = γ(E7, α3)
et
γ(E7, α6) = γ(E7, α1),
ce qui implique (F) pour E7.
Syste`me de type E8
h = 30.
θ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 6α4 + 5α5 + 4α6 + 3α7 + 2α8,
d’ou`
k(E8) = 2
23242 · 5 · 6 = 27335
γ(E8, α1)
−1 = γ(
1
30
)γ(
23
30
)γ(
3
30
)−1γ(
5
30
)−1γ(
16
30
)−1γ(
8
30
)γ(
12
30
)γ(
10
30
)
Or utilisant : ” la table de 5 ”
Γ(
5
30
) = (2π)−25−1/3Γ(
1
30
)Γ(
7
30
)Γ(
13
30
)Γ(
19
30
)Γ(
25
30
)
Γ(
10
30
) = (2π)−25−1/6Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
20
30
)Γ(
26
30
)
Γ(
20
30
) = (2π)−251/6Γ(
4
30
)Γ(
10
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
28
30
)
Γ(
25
30
) = (2π)−251/3Γ(
5
30
)Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
23
30
)Γ(
29
30
)
”la table de 3 : ”
Γ(
3
30
) = (2π)−13−2/5Γ(
1
30
)Γ(
11
30
)Γ(
21
30
)
10
Γ(
6
30
) = (2π)−13−3/10Γ(
2
30
)Γ(
12
30
)Γ(
22
30
)
Γ(
9
30
) = (2π)−13−1/5Γ(
3
30
)Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)
Γ(
12
30
) = (2π)−13−1/10Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
24
30
)
Γ(
18
30
) = (2π)−131/10Γ(
6
30
)Γ(
16
30
)Γ(
26
30
)
Γ(
24
30
) = (2π)−131/10Γ(
8
30
)Γ(
18
30
)Γ(
28
30
)
Γ(
27
30
) = (2π)−132/5Γ(
9
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)
et : ” la table de 2 ”
Γ(
2
30
) = π−1/22−14/15Γ(
1
30
)Γ(
16
30
)
Γ(
4
30
) = π−1/22−13/15Γ(
2
30
)Γ(
17
30
)
Γ(
8
30
) = π−1/22−11/15Γ(
4
30
)Γ(
19
30
)
Γ(
14
30
) = π−1/22−8/15Γ(
7
30
)Γ(
22
30
)
Γ(
16
30
) = π−1/22−7/15Γ(
8
30
)Γ(
23
30
)
Γ(
22
30
) = π−1/22−4/15Γ(
11
30
)Γ(
26
30
)
Γ(
26
30
) = π−1/22−2/15Γ(
13
30
)Γ(
28
30
)
Γ(
28
30
) = π−1/22−1/15Γ(
14
30
)Γ(
29
30
)
et donc
Γ(10
30
)
Γ(20
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
)(2π)−25−1/6.
Γ(25
30
)
Γ( 5
30
)
= (2π)−251/3Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
23
30
)Γ(
29
30
).
Γ(27
30
)
Γ( 3
30
)
= Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)(2π)−231/5.
Γ(12
30
)
Γ(18
30
)
= Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
8
30
)Γ(
28
30
)(2π)−231/5.
11
On obtient:
γ(E8, α1)
−1 = 32/551/6(2−4π−4)2Γ(
1
30
)Γ(
23
30
)3Γ(
14
30
)3Γ(
8
30
)3×
×Γ(
2
30
)Γ(
26
30
)Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
13
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)×
×Γ(
4
30
)Γ(
28
30
)Γ(
7
30
)−1Γ(
16
30
)−1Γ(
22
30
)−1
Puis on remplace, graˆce a` la ”table de 2”, chaque expression comme :
Γ(
1
30
),Γ(
23
30
),Γ(
11
30
),Γ(
17
30
),Γ(
13
30
),Γ(
19
30
),Γ(
29
30
),Γ(
7
30
)
On a:
γ(E8, α1)
−1 = 2−62/1532/551/6π−4Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
26
30
)Γ(
28
30
)
sachant que : gra`ce a` la ”table de 5”
Γ(
10
30
)Γ(
20
30
) = (2π)−4Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
20
30
)Γ(
26
30
)Γ(
4
30
)Γ(
10
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
28
30
)
on a alors que:
Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
26
30
)Γ(
28
30
) = (2π)4
D’ou`:
γ(E8, α1) = 2
2/153−2/55−1/6 = n1k(E8)
−1/30
******************
γ(E8, α2)
−1 = γ(
1
30
)γ(
6
30
)γ(
7
30
)γ(
8
30
)γ(
17
30
)γ(
15
30
)γ(
24
30
)×
×γ(
2
30
)−1γ(
3
30
)−1γ(
10
30
)−1γ(
12
30
)−1γ(
21
30
)−1
Or re´utilisant ”la table de 3 et de 5”, on a :
Γ(20
30
)
Γ(10
30
)
= (2π)−251/6Γ(
4
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
28
30
)
Γ(27
30
)
Γ( 3
30
)
= Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)(2π)−231/5.
Γ( 9
30
)
Γ(21
30
)
= (Γ(
7
30
)Γ(
17
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
))−1(2π)23−3/5.
Γ(18
30
)
Γ(12
30
)
= (Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
8
30
)Γ(
28
30
))−1(2π)23−1/5.
12
On obtient:
γ(E8, α2)
−1 = 3−3/551/6
Γ(16
30
)Γ(22
30
)Γ( 1
30
)Γ(28
30
)
Γ(14
30
)Γ(29
30
)Γ(22
30
)Γ( 2
30
)
or, d’apre`s ” la table de 2 ”:
Γ(
2
30
) = π−1/22−14/15Γ(
1
30
)Γ(
16
30
)
Γ(
28
30
) = π−1/22−1/15Γ(
14
30
)Γ(
29
30
)
Il s’en suit:
γ(E8, α2) = 2
−13/1533/55−1/6 = n2k(E8)
−1/30
*************
γ(E8, α3)
−1 = γ(
20
30
)γ(
24
30
)γ(
13
30
)γ(
7
30
)γ(
11
30
)γ(
15
30
)−1γ(
8
30
)−1γ(
22
30
)−1
Or utilisant : ” la table de 5 et 3 ”:
Γ(20
30
)
Γ(10
30
)
= (2π)−251/6Γ(
4
30
)Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
28
30
)
Γ(24
30
)
Γ( 6
30
)
= (2π)232/5Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
22
30
)
on obtient :
γ(E8, α3)
−1 = 32/551/6
Γ(16
30
)Γ(28
30
)Γ(13
30
)Γ( 7
30
)Γ(11
30
)
Γ( 2
30
)Γ(14
30
)Γ(17
30
)Γ(23
30
)Γ(19
30
)
puis on remplace, graˆce a` la ”table de 2”, chaque expression comme :
Γ(
23
30
),Γ(
11
30
),Γ(
17
30
),Γ(
13
30
),Γ(
19
30
),Γ(
7
30
),
et on obtient
γ(E8, α3) = 2
17/153−2/55−1/6 = n3k(E8)
−1/30
*****************
γ(E8, α4)
−1 = γ(
2
30
)γ(
3
30
)γ(
25
30
)γ(
11
30
)−1γ(
20
30
)−1γ(
24
30
)−1γ(
1
30
)−1γ(
4
30
)−1
Or re´utilisant : la ”table de 3 et de 5” et notamment ces re´sultats:
Γ(10
30
)
Γ(20
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
)(2π)−25−1/6.
13
Γ(25
30
)
Γ( 5
30
)
= (2π)−251/3Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
23
30
)Γ(
29
30
).
Γ( 3
30
)
Γ(27
30
)
= (Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)−1(2π)23−1/5.
Γ( 6
30
)
Γ(24
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
22
30
)(2π)−23−2/5,
on obtient:
γ(E8, α4)
−1 = 3−3/551/6(2π)−4
Γ( 2
30
)2Γ(26
30
)2Γ(14
30
)2Γ( 8
30
)Γ(22
30
)Γ(29
30
)Γ(17
30
)
Γ(13
30
)Γ( 1
30
)Γ(28
30
)
Puis on remplace, grce a` la ” table de 2 ”, chaque expression comme
Γ(
29
30
),Γ(
17
30
),Γ(
13
30
),Γ(
1
30
),
d’ou`
γ(E8, α4)
−1 = 3−3/551/6(2π)−42−2/15Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)×
×Γ(
16
30
)Γ(
22
30
)Γ(
26
30
)Γ(
28
30
)
Ce qui donne :
γ(E8, α4) = 2
2/153−2/55−1/6(2π)−4(2π)4 = 22/153−2/55−1/6 = n4k(E8)
−1/30
*************************
γ(E8, α5)
−1 = γ(
11
30
)γ(
7
30
)−1γ(
8
30
)−1γ(
13
30
)−1γ(
16
30
)γ(
4
30
)γ(
6
30
)−1γ(
2
30
)−1γ(
20
30
)−1γ(
25
30
)−2
Or utilisant : les re´sultats cite´s pre´ce´demment a` savoir :
Γ(10
30
)
Γ(20
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
)(2π)−25−1/6.
Γ( 5
30
)
Γ(25
30
)
= (2π)25−1/3(Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
23
30
)Γ(
29
30
))−1.
Γ(24
30
)
Γ( 6
30
)
= (Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
22
30
))−1(2π)232/5,
on obtient:
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γ(E8, α5)
−1 = 32/55−5/6(2π)4
Γ16
30
)Γ(28
30
)Γ( 8
30
)
Γ(19
30
7
30
)Γ(13
30
)Γ(14
30
)Γ( 2
30
11
30
)Γ(17
30
)Γ(23
30
)Γ(29
30
)2
puis on remplace, gra`ce a` la ”table de 2”, chaque expression comme :
Γ(
29
30
),Γ(
17
30
),Γ(
13
30
),Γ(
19
30
),Γ(
7
30
),Γ(
11
30
),Γ(
23
30
)
D’ou`:
γ(E8, α5) = 3
−2/555/62−4+47/15π4π−4 = 2−13/153−2/555/6 = n5k(E8)
−1/30
*********************
γ(E8, α6)
−1 = γ(
27
30
)γ(
20
30
)γ(
14
30
)γ(
13
30
)γ(
6
30
)γ(
9
30
)−1γ(
15
30
)−1γ(
26
30
)−1
Or utilisant les re´sultats cite´s pre´ce´demment a` savoir:
Γ(20
30
)
Γ(10
30
)
= (Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
))−1(2π)251/6.
Γ(27
30
)
Γ( 3
30
)
= Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)(2π)−231/5.
Γ( 6
30
)
Γ(24
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
22
30
)(2π)−23−2/5.
Γ(21
30
)
Γ( 9
30
)
= Γ(
7
30
)Γ(
17
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)(2π)−233/5,
on obtient:
γ(E8, α6)
−1 = 32/551/6(2π)−4
Γ(13
30
)2Γ(23
30
)Γ(19
30
)2Γ(29
30
)2Γ( 4
30
)2Γ(14
30
)Γ(22
30
)Γ( 7
30
)
Γ( 8
30
)Γ(16
30
)Γ(26
30
)2
Puis on remplace, grce a` la ” table de 2 ”, chaque expression comme :
Γ(
29
30
),Γ(
13
30
),Γ(
19
30
),Γ(
7
30
),Γ(
23
30
)
D’ou` :
γ(E8, α6) = 3
−2/55−1/6(2π)−4π42−43/15 = 217/153−2/55−1/6 = γ(E8, α3) =
= n6k(E8)
−1/30
******************
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γ(E8, α7)
−1 = γ(
9
30
)γ(
19
30
)γ(
4
30
)−1γ(
10
30
)−1γ(
14
30
)−1γ(
18
30
)−1γ(
27
30
)−1
Or utilisant les re´sultats cite´s pre´ce´demment a` savoir :
Γ(20
30
)
Γ(10
30
)
= (Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
))−1(2π)251/6.
Γ( 3
30
)
Γ(27
30
)
= (Γ(
13
30
)Γ(
23
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
))−1(2π)23−1/5.
Γ(12
30
)
Γ(18
30
)
= Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
8
30
)Γ(
28
30
)(2π)−231/5.
Γ( 9
30
)
Γ(21
30
)
= (Γ(
7
30
)Γ(
17
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
))−1(2π)23−3/5,
on obtient:
γ(E8, α7)
−1 = 3−3/551/6
Γ(16
30
)Γ(28
30
)Γ( 1
30
)
Γ(29
30
)Γ( 2
30
)Γ(14
30
)
et sachant que:
Γ(
2
30
) = π−1/22−14/15Γ(
1
30
)Γ(
16
30
)
Γ(
28
30
) = π−1/22−1/15Γ(
14
30
)Γ(
29
30
)
il vient:
γ(E8, α7) = 2
−13/1533/55−1/6 = γ(E8, α2) = n7k(E8)
−1/30
*****************
γ(E8, α8)
−1 = γ(
14
30
)γ(
18
30
)γ(
28
30
)−1γ(
5
30
)−1γ(
10
30
)γ(
9
30
)−1
Or utilisant les re´sultats cite´s pre´ce´demment, a` savoir :
Γ(10
30
)
Γ(20
30
)
= Γ(
2
30
)Γ(
8
30
)Γ(
14
30
)Γ(
26
30
)(2π)−25−1/6.
Γ(25
30
)
Γ( 5
30
)
= (2π)−251/3Γ(
11
30
)Γ(
17
30
)Γ(
23
30
)Γ(
29
30
).
Γ(21
30
)
Γ( 9
30
)
= Γ(
7
30
)Γ(
17
30
)Γ(
19
30
)Γ(
29
30
)(2π)−233/5.
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Γ(18
30
)
Γ(12
30
)
= (Γ(
4
30
)Γ(
14
30
)Γ(
8
30
)Γ(
28
30
))−1(2π)23−1/5,
on obtient:
γ(E8, α8)
−1 = 32/551/6(2π)−4
Γ( 2
30
)Γ(26
30
)Γ(11
30
)Γ(17
30
)2Γ(23
30
)Γ(29
30
)2Γ( 7
30
)Γ(19
30
)Γ(14
30
)
Γ( 4
30
)Γ(16
30
)Γ(28
30
)
On remplace, gra`ce a` la ” table de 2 ”, les expressions comme
Γ(
11
30
),Γ(
17
30
),Γ(
23
30
),Γ(
29
30
),Γ(
7
30
)Γ(
19
30
).
Il vient:
γ(E8, α8) = 2
2/153−2/55−1/6 = γ(E8, α1) = n7k(E8)
−1/30
Ceci e´tablit (F) pour le syste`me de type E8 et termine la preuve du The´ore`me
1.1. 
§3. Preuves: cas non-simple´ment lace´
Dans ce paragraphe on va de´montrer The´ore`me 1.2. On utilise toujours la
notation de [B], Planches a` la fin du livre.
Syste`mes de type Bn, n ≥ 2
h = 2n.
θ = α1 + 2α2 + 2α3 + . . .+ 2αn
Racines simples:
α0 = −ǫ1 − ǫ2, αi = ǫi − ǫi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, αn = ǫn
Il s’en suit:
(ni)0≤i≤n = (1, 1, 2, 2, . . . , 2, 2),
(n∨i )0≤i≤n = (1, 1, 2, 2, . . . , 2, 1),
(n∨∨i )0≤i≤n = (1, 1, 2, 2, . . . , 2, 1/2),
h∨ = 2n− 1
k′(Bn) = 2
2n−4, k′′(Bn) = 2
2n−5
γ′(Bn, α1) = γ
(n− 1
2n
)
γ
( 1
2n
)−1
γ
(2n− 2
2n
)
= γ
(n− 1
2n
)
γ
( 1
2n
)−1
γ
(n− 1
n
)−1
En sachant que
Γ
( 2
2n
)
= Γ
( 1
2n
)
Γ
(n + 1
2n
)
π−1/22
2−2n
2n
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Γ
(2n− 2
2n
)
= Γ
( l − 1
2n
)
Γ
(2n− 1
2n
)
π−1/22
−2
2n ,
on obtient
γ′(Bn, α1) = π
−1/22−
2
2nπ1/22
−2+2n
2n = 2
−4+2n
2n = n∨1 k
′(Bn)
−1/2n
γ′(Bn, αn) = γ
′(Bn, α1) = n
∨
nk
′(Bn)
−1/2n
Pour 2 ≤ i ≤ n− 1
γ′(Bn, αi) = γ
(n− i
2n
)
γ
(n− i+ 1
2n
)−1
γ
(2n− 2i
2n
)−1
×
×γ
(2n− 2i+ 2
2n
)
γ
(2n− i+ 1
2n
)−1
γ
( i
2n
)−1
En sachant que
Γ
(2i− 2
2n
)
= Γ
( i− 1
2n
)
Γ
(n+ i− 1
2n
)
π−1/22
2i−2−2n
2n
Γ
(2n− 2i
2n
)
= Γ
(n− i
2n
)
Γ
(2n− i
2n
)
π−1/22
−2i
2n
Γ
(2n− 2i+ 2
2n
)
= Γ
(n− i+ 1
2n
)
Γ
(2n− i+ 1
2n
)
π−1/22
2−2i
2n
Γ
( 2i
2n
)
= Γ
( i
2n
)
Γ
(i+ n
2n
)
π−1/22
2i−2n
2n ,
on obtient
γ′(Bn, αi) = 2
− 2
n = n∨i k
′(Bn)
−1/2n
Donc (F ′) est ve´rifie´e pour le syste`me du type Bn.
Formule (F ′′)
γ′′(Bn, α1) = γ
( 2
2n− 1
)
γ
( 1
2n− 1
)−1
γ
( 2n+ 1
2(2n− 1)
)−1
= γ
(n− 1
2n
)
γ
( 1
2n
)−1
γ
(n− 1
n
)−1
En sachant que:
Γ
( 2
2n− 1
)
= Γ
( 1
2n− 1
)
Γ
( 2n+ 1
2(2n− 1)
)
π−1/22
3−2n
2n−1
Γ
(2n− 3
2n− 1
)
= Γ
( 2n− 3
2(2n− 1)
)
Γ
(2(2n− 2)
2n− 1
)
π−1/22
−2
2n−1 ,
on obtient
γ
(n− 1
2n
)
γ
( 1
2n
)−1
γ
(n− 1
n
)−1
= π−1/22
2
2n−1π1/22
3−2n
2n−1 = 2
5−2n
2n−1 = n∨∨1 k
′′(Bn)
−1/(2n−1)
Donc la formule (F ′′) est ve´rifie´e pour i = 1
18
Ve´rifions maintenant la formule (F ′′) pour i = n.
γ′′(Bn, αn) = γ
( 1
2(2n− 1)
)−2
γ
( 1
2n− 1
)2
γ
( n
2n− 1
)−2
En sachant que:
Γ
( 1
2n− 1
)
= Γ
( 1
4l − 2
)
Γ
( n
2n− 1
)
π−1/22
2−2n
2n−1
Γ
(2n− 2
2n− 1
)
= Γ
( 4l − 3
2(2n− 1)
)
Γ
( l − 1
2n− 1
)
π−1/22
−1
2n−1 ,
il vient:
γ
( 1
2(2n− 1)
)−2
γ
( 1
2n− 1
)2
γ
( n
2n− 1
)−2
= 2
6−4n
2n−1 = n∨∨n k
′′(Bn)
−1/(2n−1)
Donc la formule (F ′′) est ve´rifie´e pour i = n.
Pour 2 6 i 6 n− 1,
γ′′(Bn, αi) = γ
(2n− 2i+ 1
2(2n− 1)
)−1
γ
(2n− 2i− 1
2(2n− 1)
γ
(2n− 2i− 1
2n− 1
)−1
×
×γ
(2n− 2i+ 1
2n− 1
)
γ
( 2n− i
2n− 1
)−1
γ
( i
2n− 1
)−1
= 2
4
2n−1
En sachant que:
Γ
( 2i− 2
2n− 1
)
= Γ
( i− 1
2n− 1
)
Γ
(2n+ 2i− 3
2(2n− 1)
)
π−1/22
2i−1−2n
2n−1
Γ
(2n− 2i+ 1
2n− 1
)
= Γ
( 2n− i
2n− 1
)
Γ
(2n− 2i+ 1
2(2n− 1)
)
π−1/22
−2i+2
2n−1
Γ
(2n− 2i− 1
2n− 1
)
= Γ
(2n− 2i− 1
2n− 1
)
Γ
(2n− i− 1
2n− 1
)
π−1/22
−2i
2n−1
Γ
( 2i
2n− 1
)
= Γ
( i
2n− 1
)
Γ
(2i+ 2n− 1
2(2n− 1)
)
π−1/22
2i−2n+1
2n−1 ,
on obtient
γ′′(Bn, αi) = 2
4
2n−1 = n∨∨i k
′′(Bn)
−1/(2n−1)
Donc la formule (F ′′) est ve´rifie´e pour 2 6 i 6 n− 1.
Donc (F ′′) est ve´rifie´e pour le syste`me du type Bn.
Syste`mes de type Cn, n ≥ 2
h = 2n.
θ = 2α1 + 2α2 + 2α3 + . . .+ αn
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Racines simples:
α0 = −2ǫ1, αi = ǫi − ǫi+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, αn = 2ǫn
Il s’en suit:
(ni)0≤i≤n = (1, 2, 2, 2, . . . , 2, 1),
(n∨i )0≤i≤n = (2, 2, 2, 2, . . . , 2, 2),
(n∨∨i )0≤i≤n = (4, 2, 2, 2, . . . , 2, 4),
h∨ = 2n+ 2
k′(Cn) = 2
2n, k′′(Cn) = 2
2n+2
Donc
n∨i k
′(Cn)
−1/h = 1
pour tout 0 ≤ i ≤ n.
D’un autre coˆte´, pour 1 ≤ i ≤ n,
γ′(Cn, αi) = γ
(n− i
2n
)
γ
(n− i
2n
)−1
γ
(2n− 2i+ 1
2n
)−1
γ
(2n− 2i+ 1
2n
)
×
×γ
(2n− 2i− 1
2n
)−1
γ
(2n− 2i+ 1
2n
)
γ
( 1
2n
)2
γ
( 1
2n
)−2
γ
( i
2n
)−1
γ
(2n− i
2n
)−1
= 1,
en pre´nant compte que
γ
( i
2n
)−1
γ
(2n− i
2n
)−1
= γ
( i
2n
)−1
γ
( i
2n
)
.
Donc la formule (F ′) est ve´rifie´e pour Cn.
Formule (F ′′)
Ve´rifions la formule (F ′′) pour 1 6 i 6 n− 1.
γ′′(Cn, αi) = γ
(2n− 2i+ 2
2(n + 1)
)−1
γ
( 2n− 2i
2(n+ 1)
)
γ
( n− i
2(n+ 1)
)−1
×
×γ
( i
2(n+ 1)
)−1
γ
(2n− i+ 1
2(n+ 1)
)−1
γ
(n− i+ 1
2(n+ 1)
)
Sachant que :
Γ
( 2i
2n+ 2
)
= Γ
( i
2n+ 2
)
Γ
(n+ 1 + i
2n + 2
)
π−1/22
2i−2n−2
2n+2
Γ
(2(n− i+ 1)
2n+ 2
)
= Γ
(n− i+ 1
2n+ 2
)
Γ
(2n− i+ 2
2n+ 2
)
π−1/22
−2i
2n+2
Γ
(2n− 2i
2n+ 2
)
= Γ
( n− i
2n+ 2
)
Γ
(2n+ 1− i
2n+ 2
)
π−1/22
−2i−2
2n+2
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Γ
( 2i+ 2
2n+ 2
)
= Γ
( i+ 1
2n+ 2
)
Γ
( l + i+ 2
2n+ 2
)
π−1/22
2i−2n
2n+2 ,
on obtient
γ′′(Cn, αi) = 2
−2
n+1 = n∨∨i k
′′(Cn)
−1/(2n+2),
1 6 i 6 n− 1.
Ensuite,
γ′′(Cn, αn) = γ
( 1
n + 1
)−1
γ
( l
2(n+ 1)
)−1
γ
( 1
2(n+ 1)
)
Sachant que:
Γ
( 2n
2n+ 2
)
= Γ
( l
2n + 2
)
Γ
(2n+ 1
2n+ 2
)
π−1/22
−2
2n+2
et
Γ
( 2
2n+ 2
)
= Γ
( 1
2n+ 2
)
Γ
( n + 2
2n+ 2
)
π−1/22
−2n
2n+2 ,
il vient
γ′′(Cn, αn) = 2
n−1
n+1 = n∨∨n k
′′(Cn)
−1/(2n+2)
Donc la formule (F ′′) est ve´rifie´e pour Cn.
Syste`me de type F4
Ce syste`me est obtenu par ”pliure” du syste`me E6 (le graphe de Dynkin affine
dual de F
(1)
4 est E
(2)
6 ).
h = 12
θ = 2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4
ρ =
1
2
(11ǫ1 + 5ǫ2 + 3ǫ3 + ǫ4)
Racines simples:
α0 = −ǫ1 − ǫ2; αi = ǫi − ǫi+1, i = 1, 2; α3 = ǫ4; α4 =
1
2
(ǫ1 − ǫ2 − ǫ3 − ǫ4)
Il s’en suit:
(ni)0≤i≤4 = (1, 2, 3, 4, 2),
(n∨i )0≤i≤4 = (1, 2, 3, 2, 1),
(n∨∨i )0≤i≤4 = (1, 2, 3, 1, 1/2)
Donc h∨ = 9,
k′(F4) = 2
633 = k(E6)
k′′(F4) = 2 · 3
3
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γ′(F4, α1) =
γ(3/12)
γ(4/12)γ(5/12)
= γ(E6, α2) = 2
1/23−1/4 = n∨1 k
′(F4)
−1/12
γ′(F4, α2) =
γ(1/12)γ(4/12)γ(5/12)2
γ(3/12)3
= γ(E6, α4) = 2
−1/233/4 = n∨2 k
′(F4)
−1/12
γ′(F4, α3) =
γ(3/12)
γ(4/12)γ(5/12)
= γ(E6, α2) = 2
1/23−1/4 = n∨3 k
′(F4)
−1/12
γ′(F4, α4) =
γ(3/12)
γ(1/12)γ(8/12)
= γ(E6, α1) = 2
−1/23−1/4 = n∨4 k
′(F4)
−1/12
La formule (F ′) pour F4 est ve´rifie´e.
Formule (F ′′)
On remarque que les nombres (α|ρ) appartiennent a` 1
2
Z, mais pas forcement a`
Z, d’ou` l’apparence de 18 = 2h∨ dans certains de´nominateurs.
γ′′(F4, α1) = γ
( 3
18
)
γ
(4
9
)−1
γ
( 7
18
)−1
γ
(3
9
)−1
Or en utilisant la ”table de 3”:
Γ(
3
18
) = (Γ(
1
18
)Γ(
7
18
)Γ(
13
18
)(2π)−133/18−1/2.
Γ(
15
18
) = (Γ(
5
18
)Γ(
11
18
)Γ(
17
18
)(2π)−1315/18−1/2.
Γ(
6
18
) = (Γ(
2
18
)Γ(
8
18
)Γ(
14
18
)(2π)−136/18−1/2.
Γ(
12
18
) = (Γ(
4
18
)Γ(
10
18
)Γ(
16
18
)(2π)−1312/18−1/2.
et ”la table de 2” :
Γ(
2
18
) = π−1/221/9−1Γ(
1
18
)Γ(
10
18
)
Γ(
4
18
) = π−1/222/9−1Γ(
2
30
)Γ(
17
30
)
Γ(
8
18
) = π−1/224/9−1Γ(
4
30
)Γ(
19
30
)
Γ(
10
18
) = π−1/225/9−1Γ(
7
30
)Γ(
22
30
)
Γ(
14
18
) = π−1/227/9−1Γ(
8
30
)Γ(
23
30
)
Γ(
16
18
) = π−1/228/9−1Γ(
11
30
)Γ(
26
30
),
22
on obtient
γ′′(F4, α1) = 3
−1/328/9 = n∨∨1 k
′′(F4),
la formule (F ′′) est donc ve´rifie´e pour i = 1.
Ensuite,
γ′′(F4, α2) = γ
( 3
18
)−1
γ
(2
9
)−1
γ
(5
9
)−1
γ
( 1
18
)
γ
( 7
18
)
En utilisant les ”tables de 3 et de 2”, on obtient
γ′′(F4, α2) = 2
−1/932/3 = n∨∨2 k
′′(F4).
la formule (F ′′) est donc ve´rifie´e pour i = 2.
Ensuite,
γ′′(F4, α3) = γ
( 1
18
)−1
γ
( 7
18
)−1
γ
( 5
18
)−1
γ
(1
3
)
γ
(5
9
)
γ
(1
9
)
γ
(2
9
)
.
Or en utilisant les ”tables de 3 et de 2”, on obtient
γ′′(F4, α3) = 2
−1/93−1/3 = n∨∨3 k
′′(F4),
ce qui ve´rifie (F ′′) pour i = 3.
Enfin,
γ′′(F4, α4) = γ
( 1
18
)−1
γ
( 2
18
)−1
γ
( 6
18
)−1
γ
(10
18
)−1
γ
(11
18
)−1
γ
( 3
18
)
γ
( 5
18
)
γ
( 4
18
)
.
Or en utilisant les ”tables de 3 et de 2”, on en de´duit
γ′′(F4, α4) = 2
−10/93−1/3 = n∨∨4 k
′′(F4),
ce qui ve´rifie (F ′′) pour i = 4 et ache`ve la ve´rification de (F ′′) pour le syste`me
F4.
Syste`me de type G2
Ce syste`me est obtenu par ”pliure” du syste`me D4 (le graphe de Dynkin affine
dual de G
(1)
2 est D
(3)
4 ).
h = 6
θ = 3α1 + 2α2
Racines simples:
α0 = −ǫ1 − ǫ2 + 2ǫ3, α1 = ǫ1 − ǫ2, α2 = −2ǫ1 + ǫ2 + ǫ3.
Donc
(n0, n1, n2) = (1, 3, 2),
(n∨0 , n
∨
1 , n
∨
2 ) = (3, 3, 6),
(n∨∨0 , n
∨∨
1 , n
∨∨
2 ) = (9, 3, 18).
23
h∨ = 12.
Il s’en suit:
k′(G2) = 2
236
k′′(G2) = 2
6321
γ′(G2, α1) =
γ(2/6)
γ(1/6)γ(4/6)
= γ(D4, α1) = 2
−1/3 = n∨1 k
′(G2)
−1/6
γ′(G2, α2) =
γ(1/6)2γ(4/6)
γ(2/6)3
= γ(D4, α2) = 2
2/3 = n∨2 k
′(G2)
−1/6
Ceci prouve (F ′) pour G2.
Ve´rifions maintenant la formule (F”).
On a
γ′′(G2, α1) = γ
( 1
12
)−2
γ
( 3
12
)3γ
( 4
12
)
γ
( 5
12
)−1
γ
( 6
12
)−3
En utilisant:
2π31/4Γ(
3
12
) = Γ(
1
12
)Γ(
5
12
)Γ(
9
12
),
puis:
21/6π1/2Γ(
10
12
) = Γ(
5
12
)Γ(
11
12
)
21/3π1/2Γ(
8
12
) = Γ(
4
12
)Γ(
10
12
)
et
25/6π1/2Γ(
2
12
) = Γ(
1
12
)Γ(
7
12
)
puis :
Γ(
2
12
)Γ(
10
12
) = 2π,
on a bien:
γ′′(G2, α1) = γ
( 1
12
)−2
γ
( 3
12
)3γ
( 4
12
)
γ
( 5
12
)−1
γ
( 6
12
)−3 = 2−1/23−3/4 = n∨1 k
′′(G2)
−1/12
La formule (F ′′) est ve´rifie´e pour i = 1.
Ensuite,
γ′′(G2, α2) = γ
( 1
12
)
γ
( 3
12
)−1γ
( 6
12
)
γ
( 4
12
)−1
= γ
( 1
12
)
γ
( 3
12
)−1γ
( 4
12
)−1
En utilisant
2π31/4Γ(
3
12
) = Γ(
1
12
)Γ(
5
12
)Γ(
9
12
),
24
puis
21/6π1/2Γ(
10
12
) = Γ(
5
12
)Γ(
11
12
)
21/3π1/2Γ(
8
12
) = Γ(
4
12
)Γ(
10
12
),
on a:
γ′′(G2, α2) = γ
( 1
12
)
γ
( 3
12
)−1γ
( 4
12
)−1
= 21/231/4 = n∨2 k
′′(G2)
−1/12
La formule (F ′′) est ve´rifie´e pour i = 2.
Donc la formule (F ′′) est ve´rifie´e pour le syste`me G2.
Ainsi les formules (F ′) et (F ′′) sont ve´rifie´es pour les syste`mes du type B, C,
F, G, ce qui ache`ve la de´monstration du The´ore`me 1.2.
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